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Cilj smučarskih skakalcev je, da skočijo čim dlje, na kar vpliva tudi hitrost, ki jo pridobijo na 
vzletišču. V diplomski nalogi je predstavljeno optimiziranje oblike vzletne krivulje skakalnice z 
namenom pridobitve čimvečje končne hitrosti na koncu vzletne steze. Za izhodiščno krivuljo smo 
izbrali krivuljo, ki je kot praktični primer opisana v FIS standardu za projektiranje smučarskih 
skakalnic. Ključni dejavniki, ki vplivajo na skakalca pri vzletu, so: sila gravitacije, sila trenja in sila 
zračnega upora. Zaradi kompleksnosti vpliva trenja in vpliva zračnega upora problema optimizacije ni 
bilo mogoče rešiti analitično. Za numerično optimizacijo smo si pomagali s programskim orodjem 
Mathematica. Izračunana krivulja je stopničaste oblike. Rezultate optimizirane krivulje smo primerjali 
z rezultati privzete FIS krivulje, trohoide, cikloide in  konstruirane stopničaste krivulje. 
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Ski jumpers’ goal is to jump as far as possible which is directly affected by the speed they reach at the 
take-off. This diploma thesis determines the optimised curve of the in-run slope to obtain the highest 
final speed at the end of the ramp. The curve described as the practical example in the FIS Standard 
for the Construction of the Jumping Hills was selected as the basis. The key factors affecting the ski 
jumper during take-off are the force of gravity, friction force, and air resistance force. Due to the 
complexity of the influence of friction and air resistance, the problem of the optimisation could not 
have been solved analytically. Software tool Mathematica was used for the numerical optimisation. 
The calculated curve takes the form of a step. The results of the optimised curve were compared with 
the results of the default FIS curve, trochoid, cycloid, and the constructed step curve.  
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1 UVOD 
V diplomski nalogi smo poskušali optimizirati krivuljo, ki predstavlja geometrijsko osnovo za vzletno 
stezo pri smučarskih skokih. Namen optimizirane vzletne krivulje je, da bi pri dani začetni ter končni 
točki vzletišča z novo obliko krivulje skakalec dosegel večjo končno hitrost. Na začetku smo poskusili 
problem rešiti analitično, vendar smo z mentorjema to način kmalu opustili, saj je prezahteven za 
okvir te naloge. Odločili smo se, da se bomo optimizacije lotili numerično, in sicer s pomočjo 
programa Mathematica.  
Prvi zapisi, ki govorijo o smučarskih skokih, segajo na Norveško, kjer je leta 1808 norveško-danski 
vojaški oficir Olaf Rye pred množico svojih vojakov skočil 9,5 m. Sondre Norheim, po mnenju 
mnogih oče modernega smučarskega skakanja, je po zapisih leta 1866 v kraju Ofte, Høydalsmo na 
Norveškem zmagal na prvem tekmovanju z nagradami.  
Po prvi svetovni vojni sta Norvežana Jacob Tullin Thams ter Sigmund Ruud izdelala novo tehniko 
skakanja, pri kateri ima skakalec med letom telo nagnjeno naprej z iztegnjenimi rokami. S to tehniko 
je Avstrijec Josef Bradl postavil mejnik ter dne 5. 4. 1936 v Planici skočil prek 100 metrov. 
Kot pri vseh športih, se je tudi pri smučarskih skokih v zadnjih 100 letih spremenilo ogromno. 
Spremenile so se tehnike skakanja, velikost skakalnic, oprema skakalcev ter merilna oprema. 
Posledica tega je, da na tekmovanjih danes o zmagi odločajo stotinke in milimetri. In tako kot vse 
našteto je vsekakor velikega pomena tudi oblika skakalnice, kar je tudi tema te diplomske naloge. 
Smučarki skok je sestavljen iz štirih delov: vzlet, odskok, let ter pristanek. Ker je predmet obravnave 
te diplomske naloge optimizacija vzletne krivulje, se bom v nadaljevanju osredotočil na vzlet, ki se 
odvija na vzletišču. Vzletišče sestavljajo trije deli. Prvi del je raven odsek z naklonom približno 25–36 
stopinj, drugi del je prehodna krivulja, zadnja pa je odrivna ravnina z naklonom okrog 10 stopinj 
navzdol.  
V preteklosti so se bistveno bolj kot danes zanašali na izkustva ter tabele za pomoč pri 
dimenzioniranju, ki so jih sestavili na podlagi poskusov ter izračunov z veliko poenostavitvami. Bolj 
kot danes so se tudi prilagajali terenu (strmini hriba itd.) ter s tabelami določili želeno končno hitrost 
na koncu vzletišča. Primer iz starega FIS standarda [1]: prehodna krivulja je bila kar krožni odsek s 
radijem, določenim s poenostavitvijo: 
𝑅1 = 0.12𝑣0
2, 
kjer je 𝑣0 želena hitrost skakalca na odrivni ravnini. 
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Slika 1: Shema smučarske skakalnice s ključnimi točkami in oznakami ([1] str. 89 ) 
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2 FIS STANDARDI  
FIS (mednarodna smučarska zveza, franc. Fédération Internationale de Ski) je svetovna krovna 
organizacija zimskih športov. Ustanovljena je bila leta 1924 hkrati s prireditvijo prvih zimskih 
olimpijskih iger v Franciji. Smučarki skoki so ena izmed prvih športnih disciplin pod okriljem FIS [2]. 
Ta določa tudi pravila tekmovanj in standarde za izgradnjo tekmovalne infrastrukture. V nadaljevanju 
bom predstavil osnutek standarda za konstruiranje smučarske skakalnice, ki ga je pripravil komite za 
smučarske skoke. Tabele in formule v standardu so bile določene na podlagi študija skokov 
tekmovalcev svetovnega pokala na skakalnici Titlis v Engelbergu v Švici. Analizo skokov so izvajali 
na Inštitutu za biomehaniko, ki je del švicarskega državnega inštituta za tehnologijo (nem. 
Eidgenössische Technische Hochschule Zürich). V sodelovanju s FIS komitejem za smučarske skoke 
so izdelali različne računske diagrame in specifikacije, ki naj bi bile podlaga za izgradnjo smučarske 
skakalnice. Kljub številnim meritvam in analizam pa nekatere smernice še vedno temeljijo na 
izkušnjah iz prakse. Pomembno je tudi poudariti, da zaradi veliko empiričnih formul in poenostavitev 
predstavljeni diagrami in enačbe ustrezajo samo za skakalnice do določene velikosti, vsekakor pa ne 
za smučarske letalnice. 
V nadaljevanju je predstavljen osnutek poglavja FIS standarda za projektiranje smučarskih skakalnic, 
ki obravnava vzletišče [3]. Za lažjo predstavo o delih skakalnice ter ključnih točkah je spodaj podana 
splošna shema skakalnice. 
 
 
Slika 2: Shema smučarske skakalnice s ključnimi točkami in oznakami ([3] str. 6) 
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Ključni podatki: 
𝐴...najvišja štartna točka 
𝐵...najnižja štartna točka 
𝐸1...začetek prehodne krivulje 
𝐸2...konec prehodne krivulje  
𝑇...konec vzletišča/rob odrivne ravnine 
𝑒1...dolžina vzletišča od najvišje točke 𝐴 do roba 𝑇 
𝑒2...dolžina vzletišča iz najnižje štartne točke 𝐵 do roba 𝑇 
𝑒𝑠...dolžina štartnih mest 
𝑡...dolžina odrivne ravnine od točke 𝐸2 do točke 𝑇 
𝛾...naklon začetne ravnine od točke 𝐴 do točke 𝐸1 
𝛼...naklon odrivne ravnine od točke 𝐸2 do točke 𝑇 
𝑟1...radij prehodne krivulje pred odrivno ravnino 
𝐻𝑆...velikost skakalnice do točke 𝐿 
𝑤...velikost skakalnice do točke 𝐾 
𝐾...kalkulacijska točka 
𝐿...konec območja pristanka 
V standardu za projektiranje skakalnice izhajajo iz velikosti hriba. Ta naj bi namreč narekoval, 
kolikšno hitrost in smer potrebujemo pri vzletu za efektiven in varen skok. Velikost smučarskih 
skakalnic je definirana kot 𝐻𝑆 (velikost hriba, angl. Hill Size), ki opisuje razdaljo od roba vzletišča, 
točka 𝑇, do točke 𝐿, kjer se strmina prične izravnavati.To je razvidno na sliki 2.  
Tako kot je 𝐻𝑆 klasifikacija velikosti skakalnice je tudi 𝑤 klasifikacija, ki se je bolj uporabljala v 
preteklosti. Definirana je namreč kot razdalja od točke 𝑇 konca vzletišča do točke 𝐾. Standard 
narekuje poenostavljeno formulo, s katero lahko s pomočjo 𝐻𝑆 izračunamo 𝑤: 
𝑤 = 0.885𝐻𝑆 + 1.5. 
Preglednica 1: Kategorije smučarskih skakalnic ([3] str. 7) 
Kategorija Vlikost skakalnice (𝑯𝑺) Razdalja do točke K (𝒘) 
Majhne skakalnice 49 m in manj 44 m in manj 
Srednje skakalnice 50 m do 84 m 45 m do 74 m 
Normalne skakalnice 85 m do 109 m 75 m do 99 m 
Velike skakalnice 110 m in več 100 m in več 
Letalnice 185 m in več 170 m in več 
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Steza je sestavljena iz ravne linije z naklonom 𝛾, prehodne krivulje v obliki klotoide z dolžino 𝑙 in 
končnim radijem 𝑟1 ter končne odrivne ravnine z naklonom 𝛼 ter dolžino 𝑡. Prva ravnina je razdeljena 
na dva dela. Prvi del od točke 𝐴 do točke 𝐵 z razdaljo 𝑒𝑠 je razdeljen na več delov oziroma stopnic. 
Komisija glede na trenutni vpliv vetra določi, katera je najvišja stopnica, ki jo sme skakalec izbrati za 
svojo izhodišče na vzletišču, ne da bi pri tem ogrožal svojo varnost ter preskočil kritično točko 𝐿, kjer 
se pristajališče prične izravnavati. V skladu s tem tudi kasneje odbijajo ali dodajajo točke. 
Vrednost 𝑣0 je hitrost ob vzletu, gledano vzporedno z gradientom odrivne ravnine. Skakalci s hitrostjo 
𝑣0 naj bi v brezveterju dosegli točko 𝐾 na skakalnici. Pri dolžini krivulje 𝑒1 (najvišja štartna lega) naj 
bi skakalec s 3 m/s vetra v hrbet dosegel točko 𝐾. Dolžina 𝑒2 (najnižja štartna lega) omogoča, da 
skakalci v najboljših pogojih (4 m/s vetra v čelo ter umetno zaledenela steza) ne preskočijo točke 𝐿 
(konec strmine, začetek krivulje).  
V standardu podane empirične formule za izračun dolžine vzletišča so: 
𝑒1 = 92.3 − 1.517𝛾 + 0.426𝐻𝑆, 
𝑒2 = 67.3 − 0.944𝛾 + 0.331𝐻𝑆, 
𝑒𝑠 = 𝑒1 − 𝑒2. 
Velikost 𝐻𝑆 je velikost hriba, zato izhajamo iz že znanega podatka. Začetni naklon 𝛾 je lahko največ 
37 ° – priporočeno je, da 𝛾 ne prekorači 35 °. Za skakalnice, kjer je 𝑤 večji od 90 metrov, mora biti 𝛾 
vsaj 30 °; za skakalnice, kjer je 𝑤 manjši od 90 metrov, pa vsaj 25 °. Pri skakalnicah za začetnike, kjer 
je 𝑤 manjši od 30 metrov, je zgornja meja 𝛾 enaka 32 °. Izbira začetnega naklona 𝛾 je lahko poljubna 
znotraj prej opisanih območjih. Če se skakalnica gradi na naravnem hribu, lahko pustimo naklon 
obstoječega hriba, če pa je vzletišče umetno zgrajeno, je priporočeno izbrati maksimalen dopusten 
naklon. 
Tudi končni naklon odrivne ravnine je delno odvisen od geometrijskih lastnost pristajalnega hriba, 
vendar v določenih okvirih prepuščen naši izbiri. V standardu so podane tabele, kjer na podlagi 
podatkov velikosti skakalnice 𝑤, razmerja višine in dolžine hriba ℎ/𝑛 ter naklona 𝛼 razberemo 
primerno hitrost skakalca na koncu vzletišča 𝑣0. Kot je vidno na spodnji sliki 3, vzeti iz FIS standarda, 
je naklon 𝛼=8.5 ° primeren le za skakalnice, kjer je 𝑤 večji od 30 m ter manjši 60 m. 
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Slika 3: Tabela za izbiro priporočene vrednosti 𝑣0 ([3] str. 11) 
 
Za izračun dolžine odrivne ravnine 𝑡 in radija prehodne krivulje 𝑟1 sta podani empirični formuli v 
odvisnosti od hitrosti 𝑣0: 
𝑟1 = 0.14(𝑣0 + 0.95)
2, 
𝑡 = 0.25(𝑣0 + 0.95). 
Prehodna krivulja je v standardu opisana kot kubična parabola v zasukanem koordinatnem sistemu 
(𝜉, 𝜂): 
𝜂 = 𝐶𝜉3, 
kjer je 𝐶 konstanta. 
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Slika 4: Geometrijska predstavitev prehodne krivulje v zasukanem koordinatnem sistemu (𝜉, 𝜂) 
([3] str. 9) 
 
S podatki o naklonu odrivne ravnine 𝛼, njeni dolžini 𝑡, radiju krivulje 𝑟1 v točki 𝐸2 ter naklonu začetne 
ravnine 𝛾 lahko izračunamo podatke o prehodni krivulji z naslednjimi izrazi: 
𝑑 = 2𝑟1 sin(𝛾 − 𝛼) cos












𝑙 = 𝑑(1 + 0.1 tan2(𝛾 − 𝛼)). 
Geometrijski pomen teh količin je razviden na sliki 4. 
Krajevna vektorja do točk začetka krivulje E1⃑⃑⃑⃑  in konca krivulje E2⃑⃑⃑⃑  v koordinatnem sistemu (𝑥, 𝑦) 
dobimo s naslednjimi formulami: 
E1⃑⃑⃑⃑ = [−(𝑡 cos𝛼 + 𝑓 sin𝛾 + 𝑑 cos γ), (𝑡 sin 𝛼 −𝑓 cos 𝛾 + 𝑑 sin 𝛾)], 
E2⃑⃑⃑⃑ = [−𝑡 cos 𝛼 , 𝑡 sin 𝛼]. 
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Standard podaja še nekaj enačb, s katerimi lahko kubično parabolo v sistemu (𝜉, 𝜂) pretvorimo v 






𝑥 + 𝑡 cos(𝛼) + 𝑓 sin(𝛾) + 𝑑 cos(𝛾)
2𝐶sin (𝛾)
, 
𝜉 = √√𝑄2 + 𝑃3 + 𝑄
3
− √√𝑄2 + 𝑃3 − 𝑄
3
, 
𝑧(𝑥) = 𝑡 cos(𝛼) − 𝑓 cos(𝛾) + 𝑑 sin(𝛾) − 𝜉 sin(𝛾) + 𝐶𝜉3 cos(𝛾). 
Z dolžino krivulje 𝑙, krajevnima vektorjema E1⃑⃑⃑⃑  in E2⃑⃑⃑⃑  ter ostalimi geometrijskimi podatki lahko 
enolično izrišemo profil vzletne krivulje.  
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3 ISKANJE VZLETNIH KRIVULJ 
Pred uvedbo novih FIS standardov leta 2012, so prehodno krivuljo skakalnic konstruirali kot krožni 
lok. Ker so za izračun radija krožnega izseka izhajali iz empiričnih formul, ni bilo mogoče sestaviti 
dveh ravnin in enega krožnega loka kot sklenjeno krivuljo. Posledično se morali naknadno popravljati 
kote in naklone. Današnji standardi narekujejo zasukano kubično parabolo. Izračun te krivulje je 
opisan v poglavju 2. S to metodo lahko sedaj natančneje in brez popravkov projektirajo vzletišča.  
3.1  Zmanjšanje vpliva normalnega pospeška 
Problem, ki sta ga izpostavila Palej in Filipowska [4], je, da pri trenutnih oblikah vzletišč skakalec 
občuti največji normalni pospešek, tik preden se krivulja izravna ter preide v odrivno ravnino. Tako 
mora skakalec tik pred odskokom z nogami prenašati silo teže, ki je približno enaka 170 % njegove 
lastne teže. Želela sta najti tako krivuljo, ki bi čimbolj zmanjšala normalno silo, ki jo mora skakalec 
prenesti, preden odskoči. To bi omogočilo skakalcu lažji odriv in posledično daljši skok. Njun pristop 
je predvidel združitev začetne ravnine in prehodne krivulje (𝐵 − 𝐶 s 𝐶 − 𝐷 na sliki 5, 𝐵 − 𝐸1 s 𝐸1 −
𝐸2 na sliki 2) v eno samo zvezno prehodno krivuljo (slika 6). Tak pristop namreč omogoča hitro 
povečanje naklona v začetnem delu krivulje z namenom zmanjšanja normalnega pospeška proti izteku 
krivulje.  
 
Slika 5: Trenutno stanje obstoječih skakalnic ([4] str. 230) 
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Slika 6: Predlog za možno spremembo oblike skakalnice ([4] str. 232) 
 
Začetni in končni naklon je ostal enak. Predpostavila sta tudi konstantno povečevanje normalnega 
pospeška vzdolž krivulje, tako da skakalec tik pred odrivno ravnino občuti največji normalni 
pospešek, vendar še vedno manjši kot pri tipični vzletni krivulji. Z matematičnega vidika je to 
pomenilo reševanje nelinearne diferencialne enačbe drugega reda s štirimi robnimi pogoji. Treba je 
poudariti, da sta v tem pristopu zanemarila vpliv trenja in zračnega upora. Brez zanemarjenja le-teh bi 
bil problem veliko težji. S prej opisanimi metodami in kriteriji sta uspela zmanjšati vpliv normalnega 
pospeška na koncu krivulje za približno 20 %, tako da je skakalec občutil okoli 150 % svoje lastne 
teže namesto 170 %. Izpostavila sta tudi problem, da hitro povečanje naklona takoj po točki 𝐵 (slika 6) 
lahko povzroči, da se skakalec »odlepi« od proge zaradi negativne vrednosti normalnega pospeška. 
Posledično sta predlagala tudi povečanje naklona na delu 𝐴𝐵 (slika 6), tako da bi bila celotna krivulja 
konkavna brez prevojne točke 𝐵. S tem bi lahko še dodatno zmanjšala vpliv normale na koncu 
krivulje. Njena vrednost bi lahko bila malo pod 150 %.  
V članku [5] je Zanevskyy predstavil možne oblike krivulj vzletne skakalnice, s katerimi bi se lahko 
izognili nenadnim skokom vrednosti pri normalnem pospešku pri prehodu iz prve ravnine v prehodno 
krivuljo. Obravnaval je več možnih krivulj, kvadratno in kubično parabolo ter potenčno funkcijo kot 
potencialno zamenjavo za 38 obstoječih smučarskih skakalnic. Upošteval je, da morajo biti prehodi 
med ravninami in krivuljo zvezni, ter da je funkcija konkavna. Tudi on je zanemaril vpliv upora zraka 
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in trenja, saj ne vplivata na iskan rezultat. Prednost njegovega pristopa je v tem, da obstoječim 
skakalnicam ne bi bilo potrebno spreminjati naklonov ravnih delov ter njihovih dolžin, vse pa bi se 
dalo izboljšati z zamenjavo krožnega loka z eno izmed naštetih krivulj. Omenil je tudi slabost v prej 
omenjenem članku (Palej in Filipowska [4]). Če bi hoteli združiti dela 𝐵 − 𝐶 in 𝐶 − 𝐷 v eno krivuljo 
(slika 6) ter se hkrati izogniti nenadnemu padcu v točki 𝐵, bi morali začetni naklon na odseku 𝐴 − 𝐵 
povečati tudi do 50 °, kar pa krepko presega norme iz FIS standarda. 
3.2 Zmanjšanje vzletnega časa 
Ena izmed količin, ki bi se jo lahko tudi lotili optimizirati, bi bil čas, ki ga skakalec porabi od štartnega 
mesta do odskoka. V tem primeru je vredno omeniti cikloido. Zanimivost te krivulje je, da telo, ki se 
giblje po cikloidi od točke 𝐵 do 𝑇 (na sliki 7), pri neupoštevanju trenja in zračnega upora najhitreje 
opravi vertikalno razdaljo, celo hitreje kot prosti pad. Cikloida je krivulja, ki jo izriše točka na robu 
krožnice, ki se kotali v vodoravni smeri. V parametrični obliki je osnovna enačba cikloide: 
𝑝 (𝑡) = [𝑟(𝑡 − sin(𝑡)), −𝑟(1 − cos(𝑡))], 
kjer je 𝑡 naravni parameter in 𝑟 radij krožnice, ki »kreira« cikloido.  
 
Slika 7: Primer odseka cikloide z radijem 𝑟=10. V točki 𝐵 je parameter 𝑡 enak 0. V točki 𝑇 je 
parameter 𝑡 enak π 
  
Seveda pa je taka oblika nesprejemljiva za obliko vzletišča, saj v nobenem pogledu ne izboljša 
pogojev za smučarski skok. Čas, v katerem bi skakalec opravil pot, bi bil morda najkrajši, vendar bi ob 
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tem občutil velike centripetalne pospeške, obenem pa hitrost ne bi bila največja možna. Navsezadnje 
pa je začetni naklon absolutno prevelik, saj je točno 90 °, kar pa več kot dvakrat preseže zgornje 
priporočljive meje v standardu.  
Bolj uporabna oblika prehodne krivulje skakalnice bi bila trohoida, ki ima podobne lastnosti kakor 
cikloida, le da je definirana z dvema parametroma a in b. V parametrični obliki je osnovna enačba 
trohoide: 
𝑝 (𝑡) = [𝑎𝑡 − 𝑏 sin(𝑡) , 𝑏cos(𝑡) − 𝑎]. 
Medtem ko ne moremo najti take cikloide, ki bi zadostila poljubnim robnim pogojem (začetni in 
končni naklon ter vertikalna in horizontalna razdalja) iskane krivulje, je slednje s trohoido mogoče. 
Primerjava rezultatov je podana v preglednici 2. 
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4 OPTIMIZIRANJE KRIVULJE 
Naš cilj je spremeniti obliko vzletišča tako, da bo skakalec dosegel kar se da največjo končno hitrost, 
ne da bi pri tem spremenili začetni in končni naklon ter horizontalno razdaljo začetne in končne točke 
vzletne steze. Med računanjem smo ugotovili, da bo pri spremembi krivulje odstopanje končne hitrosti 
zelo majhno. Upoštevali smo tudi zračni upor in trenje, ki delujeta na skakalca pri pridobivanju hitrosti 
na vzletišču. Problem bi bil trivialen, če ne bi upoštevali zračnega upora in trenja, saj bi bila končna 
hitrost odvisna samo od višinske razlike. Uporabili smo izrek o ohranitvi energije. Končna kinetična 
energija naj bo enaka začetni kinetični energiji, povečani za spremembo potencialne energije, ter 
zmanjšana za opravljeno delo zračnega upora ter trenja. Spodnja formula teoretično opisuje končno 
hitrost po izteku izbrane krivulje: 
𝑣2 = √𝑣1












,       (1) 
𝑣2 je končna hitrost na koncu krivulje, 𝑣1 pa začetna hitrost. Gravitacijski pospešek 𝑔, višinska razlika 
𝑑ℎ ter masa 𝑚 so konstante. Integrala opisujeta opravljeno delo trenja in zračnega upora tekom vzleta 
skakalca, zgornji meji 𝑠 pa predstavljata dolžino krivulje. Tu nastopi problem, saj sta tako sila trenja 
kakor tudi zračni upor odvisna od hitrosti, ki se spreminja tekom krivulje. V sili trenja 𝐹𝑡 in sili 
zračnega upora 𝐹𝑢 je skrita tudi funkcija krivulje. Funkcija 𝑣2 je torej odvisna od funkcije krivulje, od 
te funkcije pa je odvisna hitrost, zato smo opustili poskus analitičnega reševanja ter se lotili problema 
numerično. Več o temu je opisano v poglavju 5.2. 
4.1 Fizikale osnove 
4.1.1 Trenje 
Trenje je fizikalni pojav, ki nastane, ko telo prek drseče ploskve drsi v odnosu na drugo telo. Telo, ki 
stoji, na svoji drseči ploskvi povzroča silo trenja na drseče telo. Ta sila trenja deluje v nasprotni smeri 
gibanja drsečega telesa. Sila tako imenovanega suhega trenja je določena kot zmnožek koeficienta 
trenja in normalne sile, s katero eno telo pritiska na drugo: 
𝐹𝑡 = 𝑘𝑡𝐹𝑛, 
𝐹𝑡 je sila trenja, ki deluje na gibajoče telo, 𝐹𝑛, je normalna komponenta sile, s katero deluje podlaga na 
telo, in 𝑘𝑡 je koeficient trenja. 
Koeficient trenja je brezdimenzijsko število, ki opisuje razmerje sile trenja in normalne sile med 
dvema telesoma. Odvisen je od materialov in lastnosti površin obeh teles. Njegova vrednost je večja 
od 0 in lahko preseže vrednost 1. Načeloma se trenje med smučmi in snegom ali ledom upošteva kot 
suho trenje.  
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Trenje med smučmi in podlago je zelo težko določiti oz. izračunati, saj na njega vplivajo številni 
dejavniki: hitrost, normalna obremenitev, temperatura, mehanske lastnosti snega in smuči, kot so npr. 
hrapavost, površinska strižna trdnost in kompresijska trdnost. Zaradi vseh teh dejavnikov je bolje 
definirati koeficient trenja kot sistemsko in ne materialno lastnost. Večino znanja na področju trenja 
med smučmi in snegom je pridobljenega na osnovi laboratorijskih meritev. Problem raziskovanja v 
laboratoriju je velikokrat v tem, da ne more simulirati razmer, kot so v naravi, kjer je spremenljivk 
veliko več in se hitro spreminjajo.  
4.1.2 Vrste trenja med smučmi in podlago 
Kljub temu da se trenje smuči na snegu največkrat modelira s suhim trenjem, je vredno omeniti tudi 
ostale vrste trenja, ki se pojavljajo med smučmi in snegom. V članku [6] je Nachbauer opisal tri 
podvrste trenja, ki nastanejo med smučmi in podlago. 
4.1.2.1 Mokro trenje 
Z upoštevanjem izreka o ohranitvi energije lahko vidimo, da se del kinetične energije pri vplivu trenja 
pretvori v notranjo energijo smuči in snega. Ta povzroči zadosten dvig temperature za taljenje snega. 
Med smučmi in snegom se ustvari film vode, ki trenje zmanjša. Ko je količina staljenega snega 
tolikšna, da celotna površina smuči drsi po vodnem filmu, govorimo o mokrem (hidrodinamičnem) 





Tu 𝐴𝐶 opisuje površino kontaktne ploskve med smučmi in snegom, ℎ je debelina vodnega filma in 𝑣 je 
hitrost smuči. Dinamična viskoznost vode 𝜂𝑤 je odvisna tudi od temperature, kar je opisano z 
empiričnim izrazom: 
𝜂𝑤 = (1.79 − 0.054𝑇)mPa s, 
kjer je 𝑇 temperatura snega v °C. 
4.1.2.2 Mešano trenje  
V primerih, ko kontaktna površina snega ni povsem suha, težko govorimo o suhem trenju. Prav tako ni 
prisoten film vode po celi površini, da bi lahko govorili o hidrodinamičnem trenju. Torej v primeru, 
kjer je del površine smuči neposredno izpostavljen trdnim delcem snega in del površine ločen s 
filmom vode, govorimo o mešanem trenju. Zato je za izračun koeficienta trenja treba upoštevati vsoto 
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𝐹𝑡,𝑖 je sila trenja na posamezne dele smuči, najsi bo to suho, hidrodinamično ali mešano trenje. 
4.1.2.3 Kvazi mokro trenje 
Čeprav se pod temperaturo 0 °C sneg ne tali, je na stični površini prisoten tanek film vode. Debelina 
tega filma je le nekaj vodnih molekul. Pri temperaturi med –30 °C in 0 °C pa led obdaja tanek film 
vode. Ta sloj zapolni ali zgladi površinsko hrapavost in zmanjša interakcije in trenje med 
posameznimi kristali ledu. Domneva se, da je to vzrok za majhen koeficient trenja pri zmernih 
temperaturah malo pod 0 °C.  
4.1.2.4 Trenjski kot 
Koeficient trenja je lahko zapisan tudi kot tangens trenjskega kota 𝜃: 
tan 𝜃 = 𝑘𝑡. 
V FIS standardu je predpostavljena določena vrednost trenjskega kota med smučmi in podlago. 
Za dodatno elektronsko hlajeno vzletišče je to 𝜃=1 °, kar ustreza koeficientu trenja 𝑘𝑡= 0.0175. 
Na nehlajenem vzletišču pa je predpostavljen 𝜃=3 ° oz. koeficient trenja 𝑘𝑡= 0.0524. 
Za izračun smo izbrali 𝑘𝑡= 0.0175. 
4.1.3 Zračni upor 
Aerodinamične lastnosti skakalca so, poleg njegove psihofizične pripravljenosti, eden izmed 
najpomembnejših faktorjev, ki vplivajo na rezultat oziroma dolžino skoka. Veliko je bilo že 
napisanega ter raziskanega na temo drže skakalca med letom. Ta se je namreč skozi leta zelo 
spreminjala. Še danes nimajo vsi skakalci popolnoma enake drže. Deloma je to zato, ker se skakalci 
med seboj razlikujejo ter ima vsak nekoliko sebi prilagojeno detajlno tehniko, deloma pa tudi zato, ker 
je zelo težko določiti, katera drža oziroma tehnika je optimalna. Razmere v naravi se namreč 
neprestano spreminjajo (npr. smer in jakost vetra). Ker pa ne bom obravnaval leta skakalca, temveč 
zgolj njegovo gibanje po vzletni stezi, se stvari nekoliko poenostavijo.  
Da bi skakalec na vzletišču dosegel kar se da visoko hitrost, je v njegovem interesu, da čimbolj 
zmanjša vpliv zračnega upora, saj sila zračnega upora deluje v nasprotni smeri hitrosti skakalca. Vpliv 
zračnega upora skakalec zmanjša s posebnim aerodinamičnim dresom. Veliko pomembnejša od obleke 
pa je pravilna drža. Cilj je imeti čimmanjšo površinsko projekcijo telesa v smeri gibanja. Skakalci s 
tem namenom na vzletišču stremijo k čimbolj sklonjeni poziciji.  
V fizikalnem pomenu, podrobneje pri dinamiki tekočin, je zračni upor sila, ki deluje na neko gibajoče 
se telo v tekočini v nasprotni smeri njegovega gibanja. Odvisen je od gostote tekočine (v našem 
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𝐹𝐷 je sila upora, ki deluje na gibajoče se telo, oznaka 𝜌 pomeni gostoto kapljevine, 𝐶𝐷 je koeficient 
zračnega upora in 𝐴 je površina projekcije na ploskev, ki je pravokotna smeri gibanja. 
Koeficient upora je odvisen od geometrije telesa ter njegove površine. Obstajajo eksperimentalni ter 
analitični pristopi za izračun tega koeficienta. Ker pa je oblika skakalca v geometrijskem smislu zelo 
kompleksna, je koeficient upora zelo težko izračunati. Za oceno njegove vrednosti se izvajajo poskusi 
v zračnem tunelu, kjer lahko izmerijo zračni upor pri različnih držah. Te meritve uporabljajo tudi ostali 
športi, kjer je hitrost ključnega pomena za dober rezultat.  
Oceno koeficienta zračnega upora 𝐶𝐷 in površino projekcije telesa 𝐴 smo pridobili iz dveh virov. 
Izmerjen je bil za smučarja v najbolj skrčenem položaju pri smuku. Barelle [7] navaja 𝐴𝐶𝐷=0.15 m
2, 
medtem ko Brownlie [8] navaja 𝐴𝐶𝐷=0.17 m
2. Predpostavili smo, da je za naše potrebe ustrezno 
uporabiti manjšo od pridobljenih vrednosti. 
4.2 Numerično optimiziranje 
Kot že prej omenjeno, je bil cilj naloge najti takšno obliko krivulje, da bi dobili največjo možno 
končno hitrost 𝑣2.  
Odločili smo se, da bomo problem reševali numerično. Pomagali smo si s programskim orodjem 
Wolfram Mathematica [9]. Najprej smo morali napisati kodo, s katero program izračuna končno 
hitrost skakalca na koncu izbranega vzletišča. Sestavljena je iz treh zank. Vsaka od teh zank po 
korakih izračuna končno hitrost na posameznem delu vzletišča. Ti deli so prva ravnina, prehodna 
krivulja, ter odrivna ravnina. Vsakega od treh delov zanka razdeli na 𝑛 odsekov ter vsakemu sproti 
izračuna končno hitrost, dokler ne pride do konca dela krivulje. 
Na začetku smo dele vzletišča zapisali kot funkcije ene spremenljivke, npr. 𝑘𝑟𝑖𝑣𝑢𝑙𝑗𝑎1(𝑥). Te funkcije 
je vsaka zanka razdelila na 𝑛 odsekov ter posamično izračunala končno hitrost na vsakem odseku. 
Hitrost 𝑣1 takoj na začetku je enaka 0, torej imamo dovolj podatkov za izračun 𝑣2 (glej poglavje 5.2.1) 
na koncu vsakega odseka. Integrala v enačbi (1) nista več potrebna, saj sta na majhnem odseku 
integaracijski funkciji praktično konstantai in zato integrala enostavno izvrednotena. 
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4.2.1 Ključne količine na posameznem odseku 
Slika 8 grafično predstavlja ključne količine, ki jih program izračuna na vsakem odseku. 
 
Slika 8: Podatki na posameznem odseku 
 
Horizontalna razdalja 𝑑𝑥 od začetne do končne točke odseka je med celotnim algoritmom enaka. 





kjer je 𝑙 horizontalna projekcija dela vzletišča in 𝑛 število odsekov. Višinsko razliko 𝑑ℎ med začetno 
in končno točno na odseku izračunamo s izrazom:  
𝑑ℎ = ℎ2 − ℎ1 = 𝑘𝑟𝑖𝑣𝑢𝑙𝑗𝑎1(𝑥) − 𝑘𝑟𝑖𝑣𝑢𝑙𝑗𝑎1(𝑥 + 𝑑𝑥), 
kjer 𝑘𝑟𝑖𝑣𝑢𝑙𝑗𝑎1(𝑥) predstavlja funkcijo krivulje. Prevoženo pot na posameznem odseku označimo z 
𝑑𝑠. V prvem in zadnjem delu vzletišča je 𝑑𝑠 enostavno izračunati po Pitagorovem izreku. Pri vmesni 
krivulji bi moral izbrati drugačen pristop za izračun poti, vendar smo zaradi dovoljšnjega števila 
odsekov predpostavili, da so odseki skorajda ravni, ter prav tako uporabil Pitagorov izrek, 
𝑑𝑠 = √𝑑𝑥2 + 𝑑ℎ2. 
Opravljeno delo trenja na enem odseku lahko zapišemo kot: 
𝐸𝑡 = 𝑑𝑠𝑁𝑘𝑡 , 
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𝑁 je sila normale, ki bi delovala na smučarja. To sestavljata dve komponenti. Prva komponenta je 
projekcija sile gravitacije na smer normalnega vektorja klančine: 
𝑁𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑐𝑖𝑗𝑒 = 𝑚𝑔cos(𝛾), 
Kjer pa lahko cos(𝛾) zamenjamo s prej definiranimi količinami 𝑑𝑥/𝑑𝑠. Za maso 𝑚 smo predpostavili, 





Druga komponenta je centripetalna sila, ki je posledica skakalčeve hitrosti in ukrivljenosti vzletišča:  
𝑁𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑖𝑝𝑒𝑡𝑎𝑙𝑛𝑎 = 𝑚𝑣
2𝑘, 
kjer je 𝑚 masa, 𝑣 hitrost in 𝑘 ukrivljenost krivulje. Ukrivljenost je obratno sorazmerna radiju krivulje 










kjer je 𝑅 je radij ukrivljenosti krivulje na obravnavanem odseku (slika 8). Prvi odvod 𝑦′ smo dobili iz 
razmerja višinske razlike in pomika vzdolž osi 𝑥. Za izračun drugega odvoda funkcije 𝑦′′ smo 
uporabili numerični približek [10]. Sledeči formuli opisujeta ta dva odvoda: 
𝑦′ = 𝑑ℎ 𝑑𝑥⁄ , 
 𝑦′′ =
ℎ2−2 𝑘𝑟𝑖𝑣𝑢𝑙𝑗𝑎1(𝑥+𝑑𝑥 2⁄ )+ℎ1
(𝑑𝑥 2⁄ )2
, 
kjer je ℎ1 začetna in ℎ2 končna višina na posameznem odseku. Iz zgornjih enačb lahko sestavimo 











in posledično  









).       (2) 
Opravljeno delo zračnega upora na enem odseku zapišemo kot: 
 




2𝐶𝐷𝐴,         (3) 
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kjer je tako kot prej 𝑑𝑠 prevožena pot in 𝐹𝐷 sila zračnega upora. 𝐶𝐷𝐴 je zmnožek koeficienta zračne 
upornosti in projekcije površine skakalca na ploskev, ki je pravokotna vektorju hitrosti (glej 5.1.4). 
Gostoto kapljevine 𝜌, v našem primeru zraka, smo predpostavili za konstantno: 𝜌=1.2 kg/m3, saj 
izračun ne bo odvisen od temperature zraka. 
Z upoštevanjem izreka o ohranitvi energije ter vseh zgoraj naštetih enačb lahko zapišemo formulo za 





(𝐸𝑃 − 𝐸𝐷 − 𝐸𝑡). 
EP je sprememba potencialne energije in je enaka: 
𝐸𝑃 = 𝑑ℎ𝑚𝑔. 
 Skupaj tako dobimo izraz za hitrost na koncu posameznega odseka: 
𝑣2 = √𝑣1













).   (4) 
4.2.2 Izračun in ugotovitve 
Z zadnjim izrazom za 𝑣2 torej program izračuna končno hitrost na posameznem odseku. S tem lahko 
za poljubno funkcijo, ki naj bi predstavljala obliko vzletišča, izračunamo končno hitrost skakalca na 
vzletišču. Za izhodišče smo izbrali krivuljo iz FIS standarda, podano kot praktični primer projektiranja 
vzletne skakalnice. Vstavili smo funkcijo v program ter izračunali končno hitrost. Prek tabel je bila 
sicer predvidena končna hitrost 24.35 m/s. S programom smo izračunali končno hitrost 22.15 m/s. 
Rezultat mogoče odstopa, vendar je kakor že prej omenjeno to le neka smernica, obenem pa je treba 
tudi vedeti, da smo za izračun izbrali najnižjo štartno točko 𝐵. Če bi na primer skakalec stopil nekaj 
stopnic višje, bi lahko dosegel predvideno hitrost. 




Koordinate ključnih točk v metrih: 
Izhodišče koordinatnega sistema je v točki 𝑇 (slika 2), 
𝐴=(–74.29, 37.15)...najvišja štartna točka, 
𝐵=(–63.29, 29.80)...najnižja štartna točka, 
𝐸1=(–61.53, 28.57)...začetek prehodne krivulje, 
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𝐸2=(–6.19, 1.15)...konec prehodne krivulje, 
𝑇=(0,0)...konec vzletišča/rob odrivne ravnine. 
Sledilo je spreminjanje oziroma manipuliranje prehodne krivulje. Pogoj je bil, da se krivulja prične in 
konča na enakih dveh točkah kot privzeta krivulja (𝐸1 in 𝐸2) ter da končni in začetni naklon (𝛼 in 𝛾) 
ostaneta enaka. Zaradi manjše obremenitve računalnika med optimizacijo smo spremenili izhodiščno 
funkcijo. Iz formul, omenjenih v poglavju FIS standardi, se vidi, da je izhodiščna kubična parabola 
pretvorjena v (𝑥, 𝑧) sistem precej kompleksna. Iz tega razloga smo definirali novo kubično funkcijo, 
določeno iz štirih robnih pogojev (slika 9). Ti so vertikalna in horizontalna razdalja ter naklona 
začetne in končne točke. Iz spodnjega grafa je vidno rahlo odstopanje krivulj.  
 
 
Slika 9: Odstopanje začetnih krivulj 
 
Funkciji smo dodali parametre 𝑎𝑛 v obliki sinusnih funkcij, tako da je začetni in končni naklon 
neodvisen od dodanih parametrov: 
















Indeks (1,2,3, ...𝑛) označuje zaporedno številko prostega parametra 𝑎𝑛, 𝑙 pa je opisan na začetku 
poglavja 5.2.1. Zaradi te metode sprememba izhodiščne krivulje (slika 9) takoj po začetku 
optimizacije nima več posebnega pomena, saj bi program z dovoljšnjim številom prostih parametrov v 
vsakem primeru prišel do enakega končnega rezultata. 
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Slika 10: Primer funkcije dodanega parametra 𝑎10=1, 𝑛=10 in 𝑙=100. Iz grafa je razvidno, da so prvi 
odvodi v začetni in končni točni enaki 0 
 
Celoten potek zanke za izračun končne hitrosti smo zaobjelli v eno funkcijo v odvisnosti od 𝑥 ter 
parametrov 𝑎𝑛. Z ukazom za iskanje maksimuma funkcije smo tako dobili kombinacijo parametrov, 
kjer bo hitrost na koncu čimvečja. V kodi je bilo treba dodati omejitve neprimernih oblik. Z 
vstavljanjem poljubnih parametrov lahko pride do oblike krivulj, kjer bi bila vrednost normalnega 
pospeška manjša od nič, torej bi se skakalec odlepil od steze. Druga omejitev je bila glede ohranitve 
energije. V nekaterih oblikah je bila vrednost pod korenom enačbe za 𝑣2 (glej enačba 2) manjša od 
nič. To bi pomenilo, da bi skakalec izgubil hitrost ter se začel pomikati nazaj, kar pa seveda ne pride v 
poštev. Ko je bila katerakoli izmed teh dveh omejitev prekoračena, se je zanka zaključila ter predpisala 
končni hitrosti negativno vrednost v odvisnosti od trenutnih parametrov. S tem se je olajšalo iskanje 
globalnega maksimuma funkcije. Program Mathematica ima vgrajenih nekaj algoritmov za iskanje 
maksimuma. Po preizkusu vseh je algoritem »RandomSearch« podal najboljše rezultate [11]. Deluje 
tako, da vsaki spremenljivki določi izbrano število začetnih točk ter v njihovi okolici išče lokalni 
ekstrem, nato pa od vseh izbere najbolj ustreznega.  
Rezultat, ki smo ga dobili, je bil nekoliko nenavaden, vendar precej logičen. Pri enakih pogojih (masa 
skakalca, koeficient trenja, koeficient zračnega upora ter gostota zraka) je energijska izguba zaradi 
vpliva zračnega upora pri spreminjanju krivulje odvisna od prevožene poti 𝑑𝑠 in kvadrata hitrosti 
skakalca 𝑣1
2 na začetku odseka (glej enačbo (3)). Energijska izguba zaradi vpliva trenja je odvisna od 
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naklona, hitrosti in ukrivljenosti skakalnice (glej enačbo (2)). Funkcija je zato stremela k čim večjemu 
naklonu na koncu krivulje, da bi skakalec pri pospeševanju do končne hitrosti prevozil čim krajšo pot. 
Po več poskusih optimizacije in večanju natančnosti izračuna se je krivulja približevala obliki stopnice 
(slika 11). 
Prvi del je bil razmeroma horizontalen, tako da je bila pred zadnjim naklonom hitrost skoraj 0, nakar 
pa je sledil velik naklon z zelo veliko ukrivljenostjo na koncu. Večja ukrivljenost na koncu krivulje 
pomeni tudi večji centripetalni pospešek in posledično večji vpliv trenja, vendar lahko iz spodnjih 
izpeljav vidimo, da s približevanjem radija ukrivljenosti 𝑅 proti 0 energijska izguba ostaja enaka. Za 
poenostavitev tega problema lahko obravnavamo obnašanje skakalca na četrtini krožnega izseka. 
Predpostavimo, da skakalec vstopi v krožni izsek v vertikalni smeri in zapusti krožni izsek v 
horizontalni smeri. Potem je 




Enačba opisuje energijsko izgubo zaradi vpliva trenja na predpostavljenem krožnem izseku na koncu 
prehodne krivulje. Radij krožnega izseka je 𝑅, 𝑣 pa je hitrost skakalca na začetku krožnega izseka. 
Predpostavili smo, da je naklon po celem krožnem izseku enak 45 °. Ostale količine so že opisane v 




















Ker velika končna ukrivljenost ne vpliva na izgubo energije, je najkrajša pot med pospeševanjem 
najbolj optimalna rešitev, kar pojasnjuje, zakaj so se rešitve približevale stopničasti obliki.  
Žal nam je zaradi obsega problema zmanjkalo časa, da bi z numeričnim optimiziranjem dokazali 
domnevno konvergenco k obliki stopnice. Uspeli pa smo vstaviti v program sestavljeno krivuljo, ki 
zelo spominja na stopnico, in končna hitrost je presegla prej optimizirano krivuljo (slika 11).  
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Slika 11: Primerjava obravnavanih krivulj 
 
Preglednica 2: Primerjava dobljenih rezultatov pri obravnavanih krivuljah. 
Oblika prehodne krivulje Končna hitrost v točki 𝑻 
(m/s) 
Max normalna vrednost 
(g) Čas (s) 
Privzeta (popravljena) 22.15 1.65 5.36 
trohoida 22.10 1.43 5.30 
cikloida 22.16 1.84 3.99 
optimizirana krivulja 22.52 10.40 30.87 
stopničasta »krivulja« 22.57 45.51 14.04 
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5 ZAKLJUČEK 
V diplomskem delu smo skušali optimizirati krivuljo vzletne skakalnice za smučarske skoke, da bi 
imel skakalec tik pred odrivom čimvečjo hitrost. Menimo, da zaradi omejitev (procesorska moč in čas) 
nismo uspeli najti najbolj optimalne rešitve, vendar smo ugotovili, proti kateri obliki se krivulja 
približuje. Rezultate numerično optimizirane krivulje smo primerjali s privzeto krivuljo iz FIS 
standarda, trohoido, konstruirano stopničasto »krivuljo« ter cikloido. Cikloida sicer ne izpolnjuje 
robnih pogojev naklonov in razdalj, vendar se nam jo je zdelo vredno vključiti v primerjavo. V 
preglednici 2 so podani rezultati izračunov.  
Pri optimiziranju nismo omejili vrednosti normalnega pospeška, zato bi bila taka krivulja lahko 
uporabna samo za vzletišče nekega togega telesa. Za optimiziranje hitrosti skakalnice, ki bi bila 
dejansko uporabna za namen smučarskih skokov, pa je večanje hitrosti nesmiselno. Oblika krivulje, ki 
poda največjo hitrost, povzroča, da skakalec občuti ogromne normalne pospeške (glej preglednico 2), 
ki pa jih človeško telo sploh ne prenese. V programu smo tudi poskusili optimizirati hitrost z 
omejitvijo normale, da ta ne preseže vrednosti iz privzete oblike krivulje, vendar je oblika ostala z 
mikroodstopanjem enaka. Slednje tudi pojasnjuje razlog, da so do tedaj pri optimizaciji osredotočali 
na zmanjševanje normalnega pospeška pri vzletu. Poleg tega želena hitrost na koncu vzletišča ni nikoli 
problematična oziroma premajhna, saj so skakalnice projektirane tako, da lahko skakalci tudi v 
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